Algorithme du simplexe

Arthur Garnier

1 Exercice 2

1. (PL)

e max[F = c'x]

o« Az <)
e >0

La forme standard de (PL) est obtenue en adjoignant & X € R"™, le vecteur e € R des variables d’écart.

Forme standard :

(PL) marz—(z.¢] [F=cTa]; 2 = [ﬂ

Ar+e=1b
z>0,e>0
NB:F=F(@x)=c'zet F=F(&)=c"z

Solution de base réalisable sans calcul : & = [g} a la condition que b > 0

2. maz[F = 3x; + 425 + 3]

Ty + 229 + 223 < 8
x1 + 229 + 3x3 > 9(—x1 — 229 — 323 < —9)
x1,22,23 > 0

Mise sous forme standard :

x1 + 229 + 225 + €1 = 8(1)
1 + 229 + 323 — 2 = 9(2)
T1,T2,73 > 0

e1,ea >0

Adjonction d’une variable artificielle a_2 sur contrainte (2).

Probléme (PLA) est : min[Fyu, = as)



x1 + 229 + 225 + €1 = 8(1)

x1 + 229 + 3x3 — €2 + az = 9(2)
x1,T2,23 > 0

e1,ea >0

as >0

Solution de base de démarrage pour la phase 1 :

Ilzl‘g:mg:egzo
61:8,a2:9

Fouxr =9
Début phase 1 :

o Dictionnaire : Expression des vatiables de base (“B”) en fonction des variables hors nase (“H”).

6128—$1—2$2—2$3
as =9 —x1 — 229 — 313 + €9
Fouz =9 — 21 — 223 — 323 + €2

[Fouz(,a) = a1 + az + ... + a,, = fonction du coiit du PLA]

o Variable entrante : min—1,—2,—3,1 = —3 (car on a min(Fayz))
= x. = x3 = variable entrante.

o Variable sortante :
On maintient les conditions de positivité sur e; et as :

1. €1 Z 0 avec T1,T2,€3 =0
2. as > 0 avec x1,x2,e0 =0

min(3;8)=2=3
Donc c’est as qui s’annule en premier = as sort de la base.
Xs=ags et xz3=3
On a donc :

o x1 =9 = eg =0 (restent HB)

e ay =10

o r3=23
Fin normale de la phase 1 : La seule variable artificielles est sortie de la base.
Conclusion : Solution de base réalisable pour initialisation phase 2.
F=3x1+4z2+ 23 =3
Phase 2 :



o Etape 1:

Dictionnaire :

(z3,e1) en fonction de (z1,x2,€2)
T3 = %(9—1‘1 —2x2+62)
el :8—3?1—2.%‘2—%(9—371—2.%‘2—"-62)

F:3$1+4$2+%(9—1’1—2£B2+€2)

2. Variable entrante :

8 10 1 10
Te =max{3, 3,3t =3 = X =12

3. Variable sortante :

On maintient x3 > 0,e; > 0 et X5 augmente :

2

ngmin(%;%):m:ZBéel soit : Xy =e€

4. Nouvelle solution réalisable :

° .’1,‘1262:61:0HB
o x2:3;x3:3—%*3:1B
« F=3+5+0+2%34+5%x0=13

Phase 1 : a fourni 7°

0
=0 [T ., 0_,0__.0_0,0_2.0_Qf —.0_
T |:60:|,l’1$2620,I33,618,F1’33

Phase 2 :

o Etape 1 : a fourni la solution de base (réalisable)

—$1=€2:61:O(HB)
—29=3;23=1(B)

o Etape 2 :

a. Dictionnaire : mise a jour du précédent :

e I3 =9 — %J)l — 2.1?2 + §€2 (**)
. 61:2—S§$1—*1‘2—§62 (*)

o F=3+ 5z + Jas+ 36

(] 1'32372
[ l‘szel



On exprime z. = o = variable entrante dans I’équation correspondant a la variable x; = e;
On obtient dans (*) :

ro = %(2 — %ll?l — €1 — %62)

Et (**) devient : #3 =3 — 121 — 2 X 3(2— 321 — €1 — 2e2) + 562

F=3+%LL‘1+% X %(2—%1‘1—61—%62)4-%62

On obtient :

. 1‘2:3—%x1—%61—62

e r3=1+¢
o $F=13+x.1-5e.1-3e2

b. Variable entrante
z. = La variable qui accroit le plus F' en conservant les autres = 0 donc z. =1 et e = e =0
c. Variable sortante

On maintient o9 > 0;23 > 0 avec e; = e3 =0
x220®3—%x120®x1§%/2

r3>0 1401 >0 21 <40
min(l—%;oo): %:6

Ceci dit que la variable sortante correspond a I’équation qui a donné le min. Ici, ¢’est donc x5 qui sort de la
base : x, = 22

d. Bilan
Nouvelle solution de base réalisable :

« HB: 61,6271‘2:0
e B:z;=623=1
. F:13+l’175617362:13+6:19

Etape 3 : Nouvelle variable de nase x1 en fonction de ey, ez, 2 (x5 = nouvelle variable HB)
On avait :
93 — %xl — %el —e9
donne :
o 2 22(3—3&‘2—%61—62)

e x3=1+¢;
. F=13+2(3—%€1—62)—5€1—362



Dictionnaire mis a jour :

01‘1:6721‘273617562
L] 1'3:1+61
e FF=19—2x9 —8e1 — Hey

Tous les coefficients des variables HB sont < 0. Donc 'optimum est atteint et il est unique.

2 Exercice ?

1 +2r2+€1 =5
21’1+l’2+62:6
£E1+£C2—63:4

x1,T2,€1,€2,€3 2 0

Forme standard avec les variables artificielles :

{E1+2(E2+€1:5
2014+ 29 +e3 =06
T1+T9—e3+ap =4

zi,T2,€1,€2,€3,01 Z 0

On a & un moment le dictionnaire suivant :

01’1—%7%61+l€2
01’2:§+§€1—*62
. a1:§+§€1+§€2+63

1 1
® Faux—gel+§e2+63

Ici : Fyue = a1 On ne peut plus diminuer F,,. Donc le minimum est atteint et c’est %

Donc a; = § > 0. Ceci signifie qu’il n’existe pas de solution de base (réalisable) pour (PC)



3 Exercice 1
maxF = 50z + 40x9 + 70x3 + 80x4

2x1 + 4xo + 8x3 + 624 < 100
10z + 8x9 + 623 + 10z, < 160
(E1+(E2+25E3+2.’E4 < 20

T1,T2,X3,T4 > 0

2x1 + 4xo + 8x3 + 624 + €1 = 100
1021 4+ 8x2 + 623 + 1024 4+ €2 = 160
T + To + 223 + 224 + 3 = 20

x1, T2, X3, T4, €1,€2,€3 > 0

Solution de base réalisable initiale :

1 =29 =x3 =24 = 0;e1 = 100;e2 = 160;e3 = 20

z
€1
_ . _ | %2
Ip= (€2 |:;TH = T3
€3 T4
2 4 8 6 1 0 0
Ag =110 8 6 10];Ag=10 1 0
1 1 2 2 0 0 1

Etape 1: On exprime les variables de bases en fonction des variables hors bases.

Dictionnaire :

e ¢1 =100 — 221 — 429 — 8x3 — 614

® Gy = 160 — 101‘1 — 83?2 — 6(1’53 — 10.’174
® €3 :20—331—332—2333—2.134

o F =50z; 4+ 40x5 4 70x3 + 8024

Variable entrante :

max(50,40,70,80) = 80 = x. = 24
Variable sortante :

2y < APy < 1imy <2

min(12; 89: 20) = 10

Donc x5 =e3 =0

Nouvelle solution de base réalisable :
Variables hors-base : 1 = 29 = x3 = e3 =0

Variables de base : x4 = 10;e7 = 100 — 6 % 10 = 40; e5 = 160 — 100 = 60



e o
1 Lo
ITp = | €2 |iTH =

xT 3
4 es
1 0 6
Ap=10 1 10
0 0 2
2 4 8 0
Ag=|10 8 6 0
1 2 1
40
60 | =25 =Az"
10

Etape 2 : On exprime tout en fonction des nouvelles variables hors base.
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