TD1 - Modélisation

Arthur Garnier

1 Résolution graphique d’un PL

e 11 = Qt de P1 a produire
e x5 = Qt de P2 a produire

T .
« X = L’“ € R? : vecteur inconnu
2

_lei| _ |1700
e Vecteur = LJ = [3200}

1.1.1 Fonction objectif

F(l‘) = 1700x; + 32004 (€) = [Cl, CQ] |:i;:| =C1T1 + C2T2

1.1.2 Contraintes

o machine M1 : 3z5 < 39
o M2: 1.5%1 +4(£2 < 60
e M3: 221 4+ 329 <57

e M4 : 321 <57

Forme canonique pure du PL :

max(cT'X)
Ax <Db
x>0
[0 3
1.5 4
A= 2 3
i 3 0
39
60
B = 57
_57
[0 3 RIS 39
A— 1.5 4| |xq . 1.521 + 4o < 60
- 2 3 T - 21‘1 + 3:172 = |57
i 3 0 3x1 57



Forme standard :

€1
€2
€3
€4

On ajoute 4 variables d’écart correpondant aux 4 contraintes inégalité. On les notes . Les contraintes se

réécrivent :

3xs +e1 =39

1.5z1 + 4z 4+ e5 = 60
2x1 + 3x9 + e3 = 57
3x1 +eq4 =057

Avec de plus :

Forme standard :

5= ] e

e

{maa:(fli"l;)

>0
A € My 6(R) (4 lignes, 6 colonnes)

(2) est Az =b

—
t
O Wk W
o O O
oo = O
o= O O
—_ o O O

Remarque : I, sur les variables d’écart !

1700
3200
0

a
I

0
0
0



x1
T2
€1
€2
€3
€4

él's = [170032000000) = 1700z + 3200z

1.2 Résolution graphique

3wy <39 & wp < 32 =13(1)
1.5z1 + 4xs < 60(2)

2x1 + 3z2 < 57(3)

3y <57 a <5 =19

. @
« A1(0,15) ; A2(24,6)

: Demi plan limité par la droite 1.5z1 + 422 = 60

)
(
e (3) : Demi plan limité par la droite 2x1 + 3zo = 57
o A3(0,19) ; A4(18,7)

On veut vrendre maximum : F(x) = 170027 + 320022 dans la zone autorisée de (x1, z2)

Les (21, 22) correspondant & un gain Fy donné sont sur la droite d’équation :

170021 + 320025 = [y & o = —10007; + [Fo-
Al
3
A
L

ZoneAutorisée

T ‘ T T T T T T T
’s 0 5 10 15 20 75 \Q

Graphiquement on voit que (droite bleue) que l'optimum est obtenu au point (27, x3) qui est a l'intersection
des droites :



1.5x1 + 425 = 60
2$1 + 31‘2 =57

La solution est :

399
199 ~ 9,85

8
N
|

{xf — % ~13.71

2 Probléme du restaurateur

2.1
2.1.1 Disponibles

Variables :

e 1, = nombre de plateaux riches
e x, = nombre de plateaux simples

2.1.2 Fonction objectif

F(xy,xs) = Pra, + Psag

2.1.3 Contraintes

nix, + njxs < kjoursins(1)
nhx, + njxs < kapalourdes(2)
n5x, + nixs < kshuitres(3)
z, > 0,25 > 0(4)

x, et xs entier(5)

(PL) : maz(P,x, + Psxs) sous les contraintes (1),(2),(3),(4),(5)

Forme standard :

On rajoute les variables d’écart

nix, +njzrs +e1 =k
nyT, +n5xrs + e2 = ko
Ny, + N3Ts +e3 = ks
T, > 0,7, > 0,1 >0,e9 > 0,e3 >,e4 >0

2.2

e 71 = prix d’un oursin
e Yy = prix d’une palourde
e y3 = prix d’une huitre



2.2.1 Fonction objectif

G(y1,y2,y3) = k1y1 + kaye + ksys (prix de la totalité de coquillages)

2.2.2 Probléme

(PL) : minG(y1,y2, y3)

niyr + ngys + niys > P
niyr + niys +n3ysz > Py
U1 Z 073/2 2 07y3 Z 0

o Probléme (PL) n°1 : 2 inconnues, 3 contraintes
o Probléme (PL) n°2 : 3 inconnues, 2 contraintes

Le probléme (PL) n°2 est le probléme dual du (PL) n°1

o (njy1 +nbys +niys > P.)x, > Pz, >0
o (nfyr +n3y2 +n3ys > Po)axs > Py,xs >0
(n1zy +nize)yr + (nox, +n3x)y2 + (N3, + n3xs)ys > Py + Poxg
kiy1 + kay2 + kays > ra, + Pxs
C’est a dire :
G(y1,92,y3) > F(xr, x5)

Autrement dit : la produit de la vente & ’amie est toujours supérieur ou égal au bénéfice tiré de la vente des
plateaux.

En notant

e (z%,23) = optimum PL n°1
o (y§,v3,y5) =optimum PL n°2

On a en fait : G(yf, y5,3) = F(a],a3)

3 Probléme nutritiel

TO-DO

4 Répartition de taches

4.1

e 1 procédures (taches) & exécuter sur un processeurs.
e procédure i sur un processeur j : cott ¢;; > 0
o Fonction objectif : coilit total des n procédures



4.1.1 Modélisation (PL) du probléme
1 si la tache i exécutée par proc j
g
Y 0 sinon
4.1.2 Fonction objectif

Cotit total : Y~ > @i;ci;
i

J

F(X) £ Z LijCij

1j5=1

3

1. Contraintes en variables binaires

> Xij=1
=1
Xi; =1{0,1}

z;520,i=1.n73=1..m

X; ; entier
3. Contraintes réelles

On veut un systeme de contraintes réelles sur x; ; qui implique en fait que x; ; est entier

m
Z Ti5 = 1,1 =1.n
j=1

n
T 5 < n,j =1.m
1

1=
Vi,jfti’j Z 0

X, ; entier

Alternative : Minimiser le plus ggrand cout d’exécution

La fonction objectif devient :

n
Fl(l‘) £ maxj[ cijxij]
=1

K2



5 Stockage

n fichiers vidéo de taille : ¢q,¢g, ..., ¢, et m disques.
o Fonction objectif :
Nombre de disques durs.

« Modélisation :

{1 si disque j utilisé {1 si fichier i stocké sur disque j
Yj = Lij

0 sinon 0 sinon

y; = 0=z, ;Vi = 1..n (disque j non utilisé)

Formulation 1 :

1. Fonction objectif :

F(z,y) = > y; (nombre de disques utilisés)
j=1

2. Contraintes :

n
o Y. czi; < C,j=1.m [Stockage total sur disque j n’excede pas C]
i=1
. Z x;; = 1,7 = 1...n [un fichier est stocké une seule fois]
j=1
o z;; <y [relation (R)]
e y; €{0,11Vj =1..m
o z;; €{0,1},Vi=1.m;Vj=1..m

Formulation 2 :

On remarque qu’on peut supprimer la 3éme contrainte a condition de remplacer la contrainte 1 par (1°):
n

> cimiy < Cy,
=1

Ona:1 =143

1. Montrons d’abord : 1®3 =1’
>z <C

i=1

n
(Zl cizij)y; < Cy;
=

n

> cizijy;) < Cy,

i=1

Mais on constate que : x;; < x;;y; !!

En effet :



e Oubieny; =0ona0>0
e Oubieny; =1

n n
Donc ) ¢;(zi;y;) < Cy; implique > ¢;z;; < Cy; clest 17!
~ -

1= i=1

La Formulation 2 est meilleure (n+m contraintes). Alors qu’il y a 2(n + m) contraintes pour la formulation 1.

6 Affectation de bureau

n bureau / n services

e d;; = distance entre bureau j et 1
e ¢; = nombre de fois ou des employés du service i vont au service k

Nombre de répartition possible services / bureaux

e Service 1 : n Choix
e Service 2 : n-1 choix ... service n : 1 choix = n!

2. Modélisation 1 du PL

o z;; =1 si service i dans bureau j/0 sinon
e Fonction cout :

F=5% > Culd > djlzizyl]
i=1j=i+1 j=11=1
Contraintes :

n
o Viservice Y z;; [le service i est dans un seul bureau]
Jj=1

n
o Vj bureau ) z;; =1 [le bureau j est occupé par un seul service]
i=1
F(x) est quadratique en x = probléme !

3. Modélisation 2

On introduit une autre variable binaire :

kLl o
zj; = x5 X ki

Ona:

kl

z;; = 1 si le couple de services (i,k) occupe le couple de bureau (j,1) / 0 sinon

La fonction F devient :
F=5% > > Zcikdjlxij
i=1k=1+1j=11=1

Les contraintes deviennes :

n n
e Vi,Vk Y Y xFl =1 [chaque couple de service occupe un couple de bureaux]

j
n n
e V5,13 Y 2k =1 [chaque couple de bureaux est affecté a un seul couple de services]



7 Exercice 10

(1) mingernmaz|f(t;) — yi

Montrons que (1) est en fait un probléme (PL)

||$H<x> :ma$|$i|

n
[lzflr = > |l
i=1

1. (1) s’écrit minmax|(Azx); — b;| olt A est une matrice m x n & déterminer et b € R™ = vecteur a

déterminer
On pose :
Y
Y2
(2) b= | . | = vecteur des m mesures
Ym
On veut :

b= i = (1) = 3 2y5(t) = (Aa),

j=1
Ca donne : A = [a;;] avec a;; = ¢;(t;)

Avec (2) et (3) on a bien :
(1) & minmaz|(Ax); — b;| = min||Az — b|| (4)
2. Mise de (4) sous forme (PL) canonique pure.

On pose e = mazx|(Az);|=nouvelle variable
Ona |(Az); —b;)| <e

T

Variable z = | * | e R*t!
Tp
e

Fonction objectif : On minimise F(Z) =e
[(Az); — bj| < e —e < (Az); — b; <e
Conclusion : (4) équivaut a (PL)

min[F = ¢
8 Exercice 9 : Voyageur de commerce en PL

e Variables u;, 1 <i<n

u; = position ville i dans la tournée

up =1;4;, ={2,3,...,n}i > 2



8.1

Tij = 1=u; < Uj(l)
Montrons que (1) équivaut & u; — u; +1 < a1 — x;;)(2) avec « bien choisi.
En effet :
1. Six{ij} =1 (2)$ devient u; —u; +1 <0 u; <y
2. Si x;; = 0(2) devient u; —u; +1 < a (3)
Pour quelle valeur de « (3) est elle vraie ?
On a: u; € {2...n} pour i = 2,...n donc
2-n+1<uy;—u;j+1<n-2+13-n<uy—u;+1<n-1
Donc avec le choix o = n — 1, la relation (3) est VRAIE.

Donc on traduit u; < uj par: u; —u; +1 < (n—1)(1 — X;5)

10
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