Programmation liné¢aire

Arthur Garnier

1 Introduction - Exemples

Exemple :

2 produits P1 et P2

Ressources :

P1 P2 disponibilité

équipement 3 9 81
main d’oeuvre 4 5 55
matieres premieres 2 1 20

e P1 rapporte 6€ par unité
e P2 rapporte 4€ par unité

Question : Qulle quantité de produits P1 et P2 doit produire 'usine pour rendre maximum le bénéfice total.

Choix des variables :

e x; = nombre d’unités de P1 produites
e X5 = nombre d’unités de P2 produites

1.1 Fonction “objectif” a rendre maximum

Le bénéfice total est a rendre maximum : F(z1,z2) = 6x1 + 4a2 (€)

1.2 Contraintes

Disponibilité des ressources se traduit par :

3z1 + 9z < 81(1)
a1 + by < 55(2)
221 + 22 < 20(3)
x1 > 0(4)

x2 > 0(5)



1.3 Formulation du probleme

Chercher (z1,72) € R? rendant maximum F(xq,z2) = 6z + 49

sous les contraintes

3x1 + 9x9 <81
4z + 592 < 55
2x1 + 22 < 20
1 >0
To Z 0

1.4 Résolution graphique
1.4.1

Dans le plan (z1, z2) chacune des contraintes (1), (2), (3), (4), (5) correspond & un demi-plan

o 1/2 plan (1) : 3z1 + 922 < 81
o Points (0, 9) et (9,6)

e 1/2 plan (2) : 4x1 + bze < 55
 Points (0,11) et (15/2, 5)

. 1/2 Plan (3) 2x1 + 29 <20

o Points (10,0) et (5,10)



On cherche (x1,x2) dans la zone colorée : C’est un polygone & 5 cotés.

1.4.2 Recherche de optimum du bénéfice

F(x1,22) = 621 + 42 soit ¢ > 0 un bénéfice & atteindre
6x1 + 422 = ¢
C’est la droite :

o 29 = 1(c—6x)
o o =Sy +¢

Quand c varie, on obtient I’équation d’une famille de droites paralléles entre ellers (car de méme coefficient
directeur —2) et d’ordonnée a l'origine £

On constate graphiquement que 'optimum est atteint pour x; = % et o =5 : C’est intersection des droites
4xr1 + bxo = 5D et 2x1 + 22 = 20

o Le bénéfice maximum est donc : F(15/2,5) =6 x 12 +4 x 5 = 65€



e Main d’oeuvre et matiere premiere sont utilisées a leur maximum
e Equipement pas utilisé au maximum car : 3 x 1—25 +9%x5=22,54+45=67.5 <81

2 Forme canonique et forme standard d’un PL

(“PL” = “probléme de programmation linéaire”)

Notations :

x1
n To .
e XeR": X vecteur inconnu

In

e ¢ €R™: Vecteur de la fonction cofit (ou “objectif”)

Z1
T T2
o F(x)=c"z=/|c1,c2,...Cn) =C1X1 +CaTy + ... + C1Tp—1 + CnTp,
Ty
e Matrice des m contraintes
al,l al’n
. (m lignes (nombre de contraintes) et n colonnes (nombre d’inconnues))
Am,1 o Amn
« Ac Mm,n(R)
by
e bER™D
b
n
¢ Contrainte n° est : a;; X; <b,1<i<m
i=1

e Définition 1 :
Un probleme de type PL est dit sous forme “canonique” s’il s’écrit :

max(CTx)(1)
x € R"”

Ax < b(2)
x>0

(2) signifie que (Ax); < b;,i=1..m
(3) signifie que z; > 0,5 =1...n

o Définition 2 :



Un probleme PL est dit sous forme “standard” si il s’écrit :
max(CTz)
Ar=b>
x>0
e (as particulier

Forme “simpliciale” :

1. Il y a davantage d’inconnues que de contraintes
2. La matrice A s’écrit :

10 ... 0
0 1 0 0

A= . H
0 0 1

HeMpn—mR)

ERN R R A

A = [I, H] structure “bloc”.

Xm
X =
anm

Ax = [I, H] [ Xom ]

n—m

Ax =Ixm+ HXy—pp = X, + HXpy—m,

Contraintes : Ax =1b: ’x + HxXp—y = b‘ (1)

(1) se réécrit composante par composante :

n—m
1+ Y HijZjpm =b1
i=1

n—m
Ty + Z Hijxj—&-m = bm
j=1

’ Proposition : Tout PL sous forme canonique peut s’écrire sous forme standard et inversement.

Démonstration :

1. On considére un PL sous forme canonique. Les contraintes sons :

n
Ax <b & > a;jz; <b;,1 <i<m (m contraintes)
i=1

On rajoute m nouvelles inconnues au vecteur x, appellées “varables d’écart”.



ei:bif
J

n
> aijzy <bije =
i=1

€m

- x
On note € = [e} ERM™™ xxzxx € R" xxe**x € R™

Ona:

avec

-

Conclusion : Le probleme PL se réécrit :

Axﬁ@

AM3p, o (R), b € R2™

On a doublé le nombe de contraintes !

3. Solutions réalisables - Solutions de base

[A[L] X] =b

| i
A £ [A|LL]
max(CTx)

Az =b

i>0



PL sous forme standard

max(cT'X)
Ax=b

Hypothese sur A :

o m < n (sous contrainte)
o rang(A) = m (rang maximum)

A=Al A% .. A"
“Rang A = m” veut dire qu’il y a m vecteurs indépendants parmis A', ..., A"
C’est & dire : L’ensemble des vecteurs de la forme : X A' + 2542 + ... X,, A" représente R™ entier.

Exemple :

1 2 4] [ X1 42Xz +4X;
X1 M X2 M X {8] = {2){1 +4X5 + 8X;

Ces vecteurs satisfaisant y = 2X On n’obtient pas R? entier

1 2

La matrice A = [2 4

g] n’est pas de rang 2 !
Définition 1 :

On appelle “solution réalisable” un x € R™ qui satisfait

Ax=Db
x>0
NB : Une solution réalisable n’est PAS (en général) solution du probléme PL!

Parmi les solutions réalisables on distingue les solutions de base.

B =71,52,...,5n C 1,2,...,n ensemble d’indices tel que les colonnes At, 472, ..., AJ» soient indépendantes.

ai,i ai2 al,j ain
A fr—
Am,1 am,Q am,j Am.,n
41, J2,... = m indices de colonnes telque (A7, A72 ...  Ai») indépendantes

Soit x € R™, solution réalisable.

T
T2
x = | . | les composantes z1, ..., x, se répartissent en 2 paquets :

Ln
Zj1
x]2 2

1. xp = composants | . | “composantes de base

Tjn

2. xg = composants [X;|j > B “composants de base” On place x; en téte de x,xy en 2eme.



XB
X = [x } : m composants de base, n-m composants hors base.
H

A= [Ap|Ay]
Ap = col(ATL...AI™)
Ap = col(AN)j # jl,l =1..m

Le systeme Ax = b s’écrit [Ap, Ax| [:B} =b

Apxp +Agxg =Db

Ap € M,,(R)(Ap : m x m)

Ay € My e (R)(Ap : m x m(n —m))

Les composantes de base s’expriment en fonction des composantes hors base :
Apxp +Agxg =0

Apxp =b— Agxpg

xp = AR — Apxy]

car A_B = matrice carrée m x m inversible !

Définition 2 :

On dit que x = L[(XBJ , solution réalisable est une solution de base (associée a B) si xg = 0
H

Ce |11
Exemple : x = |:372:|

(PL) : maz(6x1 + 4x2)

3x1+9x2 + 1 =81
4xq1 + Sxrog + €92 = 55
2x1 +x9 +e3 =20
z1,22 >0

e1,ez,e3 >0

T

T2
X = l€1

€2

€3

3 9 1 0 0 81
A=14 5 0 1 0|:;b]|55

2 1 0 0 1 20

Les colonnes 1n°3,4,5 forment une base de R3.

I3 €1
On pose zg = |x4| = |ea| et zg = Bj
€5 €3
1 0 0
Ag = |0 1 0| =13
0 0 1



3 9

Apg = |4 5

2 1

Soit x = [XB}
XH

Ax = Apxp + Agxy
Faisons xi =0
Ax = ABXB

x solution “réalisable de base” signifie :

1 0 0] [e 81 e =81
Ax =10
& Agrp=b< |0 1 0 es| = |95 & { ey =55
zg =0 0 0 1 |es 20 €5 = 20
0
0
Donc X = [81] est solution de base associé a la base B = {3,4,5}
55
20
0
0
Le vecteur |81| n’est pas solution optimale. Car la solution optimale de cet exemple était es = Oetes = 0
55
20

(main d’oeuvre et matiéres premiére utilisées au maximum)
e1=81-[3xZ+9x5 =%
On constatate que (27,0,0) # (81,55, 20)

Théoréme fondamental : On considere un probleme PL de matrice des contraintes A € M,, , avec
rang(A) = m. Alors on a :

1. S’il existe une solution x réalisable, il existe nécessairement une solution de base.
2. S’il existe une solution optimale, il existe une solution de base optimale.

Conclusion pratique :

Pour chercher x solution de

4 Convexité

Définition 1 : Un ensemble K C R" est un “polyédre convexe” si K est une intersection d’hyperplan (n=2 :
“droite”, n=3 : “plan”, n>3: “hyperplan”)

Définition 2 : Un ensemble £ C R™ est convexe si pour tout x,y € E, [z,y] C E



x1 Y1

Sixx ||,y ||, lesegment [x,y] est 'ensemble des points z de corrdonnées :
x’!L yn

Axr1 + (1 — )\)yl

A2 + (1= Ny2
Z . ,0< z leql

Azy + (1= Nyn

On consideére un probléme PL de matrice des contraintes A. On note D = {& € R"/Az = b,z > 0}
I'ensemble des solutions réalisables.

Proposition : L’ensemble Dy est un polyedre convexe.
Exemple :
Dp{x € R3/2x1 + 3wy + 23 = 3,1 > 0,75 > 0,73 > 0} (c’est un triangle dans R?)

Définition : On appelle sommet de Dp tout point x € Dg tel qu’il n’existe pas de décomposition de x de la
forme: x =AMy + (1 — N)z,x # z,y,2 € Dg

Théoréme 1 [Solutions de base et sommets] : x € R™ est solution de base si et seulement si x est un sommet
de DR.

Théoréme 2 [Solution optimales] : L’optimum de la fonction objectif est atteint au moins en un sommet de
Dp.

Conclusion : Algorithme naif de résolution d’un probléme (PL) :

1. Lister tous les sommets de Dy (les solutions de base)
2. Calculer ¢”x en chaque sommet
3. Le(s) sommet(s) réalisent le maximum sont solutions.

5 Algorithme du simplexe (Introduction)

But : Obtenir une solution d’un probléme de programmation linéaire de fagon rapide méme en grande
dimension.

e “petite dimension” : n ~ 100,200
e “grande dimansion” : n ~ 10”6

PL : maz[F(z1,72) £ 611 + 4]

3x1 + 929 < 81
4x1 + dxe < 55
2x1 + 22 <20

z1 > 0,22 geq0

o Deux sommets réalisables sont “voisins” §’ils partages n-1 contraintes. Ici (n=2), 2 sommets sont voisons
s’ils sont sur sur une méme droite de contrainte.

Sommet réalisable Sommet réalisables voisins

(0,0) (10,0) et (0,9)

10



Sommet réalisable Sommet réalisables voisins

(0,9) (% %) (0,0)
(%’ %) ( ) ( 2 5)
(%5) (10,0) et (*5,%)
(10,0 (0,0) et (5,5)

Intérét des “sommets réalisables voisins”
Test d’optimalité

On considere un PL qui posséde une solution optimale. Si un sommet réalisable ne posseéde aucun voisin
“meilleur” que lui alors il est obligatoirement une solution optimale.

Exemple :
(%,5) est optimal car ses 2 voisins (10,0) et (%, %) ne sont pas meilleurs que lui :
e« F(£,5): 62 +4x5=65
« F(10,0 —6><10—60
25
. F(2,109) _ 5118

Chaque contrainte correspond a une droite :

e o : Sommets “réalisables”
e [0 : Sommets “non réalisables”

5.1 Résolution itérative.

Algorithme :

o Initialisation :

(0,0) = Sommet réalisable initial

. F(0,0):O

 Directions allant vers les voisins oz et oxy. F(x1,0) = 621 > 0; F(0,22) = 4z9 > 0

Itération 1 : On choisit la direction avec le plus fort taux d’accroissement du score F. C’est oz;. On bouge le
long de oxy et on cherche le premier voisin.

-0
1 & (21,22) = 10,0
21’1 + X2 = 20

F(10,0) =6+ 10 = 60

Test d’optimalité :

Supposons qu’on bouge le long de la droite 221 + 22 = 20
1010—60 £y

2x1 + x5 = 20

29 =20—2x1 =20—2(20 —§) =20 — 20+ 26 = 20

F(10 —6,20) =6(10 —6) + 4 x 26 = 60 — 66 + 85 = 60 + 20

11



Itération 2 :

On choisit la direction de la droite 2z, + z9 = 20 vers le haut. On stoppe au premier voisin dans cette
direction. C’est le sommet solution de

2 =20 15
o1+ 0 & (x1 = —, 22 =5)
4I1+51‘2=55 2

o Test d’optimalité : Le score F décroit dans la direction allant vers ( %5, 11—?). Mais il décroit également

en direction de (10,0) !

Critére d’optimalité : On a trouvé une solution optimale ! (merci Captain Obvious)

6 Algorithme du simplexe (Méthode des dictionnaires)
On suppose que (PL) est “non dégénéré”

1. AeM,,,(R),m < n Davantage d’inconnues que de contraintes.
2. rang(A) = m, il existe m colonnes indépendantes dans A
3. Le vecteur b € R™ n’est pas combinaison de P colonnes avec P<m

L’algorithme du simplexe consiste & chercher une solution de (PL) en générant une suite de solutions de base
(correspond aux sommets réalisables).

L’algorithme a 2 phases :

Phase 1 : Trouver une solution de base qui sert de point de départ ou montrer qu’il n’en existe pas. Phase
2 : A partir de 21, solution de base de colit CTzq, produire une solution optimale z*. S’il n’existe pas de
solution optimale, produire z; € R”, CTx), — +oo

Important : Si on sait faire la phase 2 pour tout probleme (PL), alors, on sait aussi faire la phase 1.

Résumé de la phase 2 :
1. On dispose de x = état courant de base, associé & une base B de R™, A = [Ap, Ay]

On x =xp +Xyg = Xp

XB = Aglb

o bB _ | XB
x= 0 - Xy
F(x) = CEXB + CIEXH

On a les contraintes :

o Ax =10
X
[ApAg] Lﬁj =b

e SABxB+AHxH=bD
e A Bx B =hbAHxHS

e |I'p = Agl(b— AH!EH)

12



csl” _
e F(z)=CTx = [Cfl} L’:ﬂ = F(z) + [Clh — CLAG ' Aylan

LY s’appelle le “vecteur des cofits réduits”
Donc 2 cas :
ler cas : Toutes les composantes de LL sont < 0 = x est optimal

2eme cas : Jig,tq(Lp)i, > 0 = On peut continuer
2. Variable “entrante dans la basa B

L =Cl — CLAG Ay

e = Argmax(Li;);;/(LE); > 0
3. Calcul de z = Az'A° € R™

On calcule 'indice s de la “variable sortante”
s = Argmin(XB)i,i € B/Z; >0

Zi

4. LA nouvelle base B"*" est déduite de B ajoutant I'indice et en étant 'indice s.

Tllustration sur 'exemple de départ :

3x1 + 9x5 <81
4x1 + 5xe < 55
2x1 + 22 <20

x1 > 0,73 geq0

Etape 1:
Tl ZO,.’EQ 20761 = 81,62 = 55,63 =20
F=0 (SCORE)

Expression des variables de base en fonction des variables hors base.

e1 =81 —3x1 — 929
62:55—4]}1—5$2
63:20—2,11—1‘2

Z1
T2
F($1,$2761,€2,€3) =621 + 49 = L}FI eq
€2
€3

Ly =

O OO

Variable entrante : xq
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7 Algorithme des dictionnaires sur un exemple

Exemple : Probléme de production

Itération 1 : Point initial :
e Solution de base : 1 = 0,25 = 0,61 = 81,65 = 55,e3 = 20
Score F=6x04+4x0=0

e Labaseest: B=3,4,5et H=1,2
e Expression des variables de base en fonction des variables hors base

On fait entrer x7 ou xo dans la base.
F(x1,70,e1,€2,€3) = 621 + 419

C’est x1 qui entre dans la base, car x1 < x1 + 1 = F augmente de 6et xo < zo + 1 = F augmente de 4. Or
6 > 4 donc c’est x; qui 'emporte.

e On fait (21, z2) < (21,0) dans Pexpression de e, e, €3

€1 = 81 — 35(,'1
€y = 55 — 4.131
€3 = 20 — 2I1
On a :
. 61:0quand81—3x1:0<:)x1:§%—1
. egzoquand55—4x1:0<:)x1:%
. 63:0quand20—2x1:0®a:1:27
Dongc, la valeur de 1 > 0 minimum qui annule I'un des e;,7 = 1, 2, 3 est obtenue pour z; = % =10
Car :
x1 =8 =272y =13.75; 21 = 10 = 10 < 13.75 < 27

3

On fait sortir e3. La variable de sortie est e, = e3;5 =3

Nouvelle base :

B =1{1,3,4}(z1,e1,e2) ; H ={2,5}(x2,€3)

Nouvelle solution de base :

1 =105 =81 -3 x 10 =51;e0 =55 -4 x 10 = 15;29 = 0;e3 =0
Score = F(x1,22) =6 x 10 +4 x 10 = 60

Itération 2 :

e Variables de base : x1,€eq, €5
e Variaboles hors base : 3, e3
e Expression des variables de base en fonction des hors base :

. 1‘1:%(20—1‘2—63):10—%1‘2—%63
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o 9 =55 — 4z — 5wy =55 — 4(10 — Jx2 — Je3) — bay = 16 — 3w + 2es
e Expression de e; :

On a: 3x1+9x2+61:81<:)61:81—3961—9962(:)61:51—%;1024—%63

F(z1,22) = 621 + 422 = 60 + 22 — 3e3 (+1 en direction de x2 = x5 entre dans la base)

Le “dictionnaire” :

(] 1‘1:10—11‘2—%63

° 61251—751724—%63
. 62:15*31’24’263

En conservant e3 = 0, on constate que :

15
> 3

ZTo = mzn(%, 51 . 15)

5 < 68 < 20 donc la variable sortante est eo
La nouvelle base correspond aux variables (z1,22,e1) = B = {1,2,3}(x1,z2,e1); H = {4,5}(e2, e3)

Expression de (1,22, e1) en fonction de (eq, e3)

2
. $2:5—§€2+§€3
1

. 9612*-1-5%).62—*63
e 1= 4+ 36— e
Calcul de F :

F =6z, 4+ 425 = 65 — %62— %63
On descend dans les directions (ez, 0)et(0, e3).

Conclusion : Fin de I'algorithme.

¥ ok (). FF — cok — 160 ok kL k27
es =e3 =0; F* =65;2] = J;25 = 5e] = 5

7.1 Probléme (PLA)

o min(a; +as+ ... + ap)
L] ZCL”XJ+G,1:I)Z,1§ZSWL
j=1

« X;>0,0,>0

Idée : On applique 'algorithme au nouveau probléme (PLA). On va montrer que l'on obtient & la fin de
I’algorithme :

« soit une solution réalisable pour (PL)
e Soit le diagnostic qu’il n’y a pas de solution réalisable.

Simplexe pour (PLA) :

1. Valeur initiale :

15



-]

NB : On peut supposer ici b > 0 en multipliant par —1 les contraintes b; < 0

210 est une solution de base associée & B = {n+ 1,n+2,...n + m}
2. L’algorithme du simplexe donne (Xl...f(n, ay...m)

2 cas:
a. On a min(ay + ... + ay) = a1 + ...ayy, =0

Alors on a trouvé une solution, réalisable pour PL, qui est X | On effet A% + @ = b Donc Az = b, 7 > 0
b. min(ay + ...am) = a1 + ... + Gm >0

Dans ce cas, il n’existe pas de solution réalisable. En effet, s’il en existait une, on aurait un g € R,z > 0,

tel que Az = b, donc le zf) valant z( = { ] vérifierait apq1 + ... + agm = 0 < @1 + ... + @ €t x( serait

0
apg = 0
réalisable pour (LPA). C’est une contradiction !

Conclusion : A la fin de la phase 1, on a les deux cas de figure suivants :

1. L’algorithme du simplexe conduit & faire sortir toutes les varables artificielles a de la base. A la fin, on
a donc a = 0, donc AZ = b On a donc une solution réalisable. On passe a la phase 2.

2. L’algorithme du simplexe ne fait pas sortir toutes les variables artificielles de la base. La base est
dégénérée. Les lignes associées a ces variables sont des contraintes redondantes qu’on élimine.

Au total, bilan pratique de la phase 1 :

SI

I
—

NFE!

Faua: - mina:,a(' a'i) -

7

I
—

7

1. Si Faue = 0 et ﬂaj € Xp, ou Xp = ensemble des variables de base pour (PLA). Fin normale de
l'algorithme. X € R = candidat initial pour la phase 2.

2. Si Fyyz =0 et Jda; € Xp. Cas ‘contraintes redondantes’, on supprime les lignes associées auxi a; € Xp.
Passage a la phase 2.

3. Si $F _{aux} > 0, PAS de solution réalisable (Dgr = 0). STOP
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