Analyse Post-Optimale en Programmation Linéaire
Analyse de sensibilité

Arthur Garnier

1 Introduction

Probléme de production (rappel)

mazF(x1,x9) = 621 + 4o

3x1 + 9x0 < 81
411 + 5reg < 55
2x1 + X2 S 20

z1,22 >0
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Solution optimale : z* = [m% 5

Question : Comment se comporte la soution optimale si on modifie un des coefficients dans F 7 Ou un des

81]

coefficients du second membre b = |55|. On regarde la sensibilité du coefficient devant x; dans F'(6)
20|

On remplace le cofficient 6 par un parametre ¢;. La droite a une équation de la forme :

To = % — Sxy — pente A\ = =

r9 = 20 — 221 — pente Ay = —2

xgz%—%xlﬁpen‘oe&:%

Si Ay < A1 < A3 alors xz* reste la solution optimale.

<< e2<=d <A<y <8

Objectif : On veut trouver un critere (algébrique) de sensibilité



2 Analyse post-optimale de la fonction objectif

On veut étudier la sensibilité des coefficient de F sur la solution optimale. On suppose qu’on a obtenu la
solution optimale (z*) d’un PL sous forme standard. Ie Ax = b;z > 0

A est une matrice de taille m x n (m contraintes; ,n inconnues).
reR2>0s 2, >0...2, >0
On suppose qu’on a obtenu une base b* avec la décomposition.

A= (Ap~|Apg+) ou Ap- est une matrice carrée m x m inversible. (Le systéme Ap+z = b admet une et une
seule solution z € R™)

Ap~ matrice m(n —m)

Solution de base :
)

Tr =
Ty

e xp variable de base € R™
e xpy variable de base € R™*™™

Le systeme Az = b admet en général une infinité de solution (n > m).

Solution de base réalisable :

T = [xB*} iAr=b;z >0
x

H*
Ar=b & (AB*‘AH*> (iB*) & Apgxp + Agrrpg = b xps = Aéi(b— AH*J]H*)
H*

Car Ap~ est inversible et xg~ =0
Onazp = Azt — A  Apeapy-
On note : A;AH* = A}

La matrice A%, est obtenue avec le dernier dictionnaire de la méthode du simplexe. Par exemple avec le
probleme de production :

Dictionnaire :

1 2
° 1’2:5—562-’—563

15 1 5

e Iy = %5 + z€3 — z€3
2 g 5

* €1 = o + 262 263

1 =2
3 3
To 5 e
* CA-Llp |15 . _ |€2 * 1 5
Tp = | %1 ’AB*b* g ,I’H*|: :|, H* = | "6 6
€1 35
=5 7
2 2



Vecteur des cotits réduits :

=1
L = [_ﬂ

3

Proposition (condition d’optimalité) : La condition Ly = ¢} — c¢5. A% <0 est une condition suffisante

pour qu’une solution de base réalisable soit optimale.
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F(!E) =T+ T2+ ... + Crxy = (Clv ey Cn)

Tn

Avec le probleme de production :

To 4 es 0
T = |21 |;ep- = 6] ;2 = e ) icE =
€1 0 3

LY. =ch. — ch A = (0,0) — (4,6,0) A3 = (=35 55)

On utilise la condition d’optimalité L}}* < 0 pour déterminer 'influence de ¢ sur la solution optimale z*

« On remplace un coefficient de ¢ par un paramétre et on calcule la condition d’optimalité LY. (avec
toujours la méme matrice A%;.)

e On obtient une condition sur le parametre. Cette condition est suffisante pour avoir la méme solution
optimale inchangée.

Exemple : On regarde I'influence du coefficient devant x; dans le probléeme de production. On remplace 6
par le parametre c;

4

& C C (O>
0
0
T T T 4 .8 | 5e
Ly =cye —cpAfp = —(5 - %15 + )
i_a>9 ¢ <8
Lp-<0& BL8 65; AT 16
3 +% 20 o>

m*

Conclusion : Si 15—6 < ¢; < 8 alors le probléme de production admet comme solution optimale x* ( B ) T

T+
To 5
z | = | 15/2 |0y = (22> = (8)
el 27/2 3

La solution optimale z* n’a pas changée mais F a changé. F(z*) = cyz] + 4ab = 1—25(:1 +20
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