Exercices

February 4, 2015

1 Exercice 1

z(n) = sin(won)
Un signal & temps discret x(n) est périodique si et seulement si :

AN € Z tqVn € Zzx(n+ N) = x(n)
« sin(wp(n + N)) = sin(wp - n)
S win+N)=wo-n+2km, ke Z

S wont+wy N =wy-n-+2km

Hwoz%ﬁaveckzeZetNeZ

(—>27T'f0:2kT7T

1 k
<—>f0:T—U:N

— fy doit étre une quotient de deux nombrzs entiers — fy € () ensemble des nombres rationnels < T € Q

2 Exercice 2

21 a

De la forme : [*°_a(t) - 6(t — 7) avec z(t) = e~ = (1)
7 e ot — r)dt = em7

22 b

[T teem o(t — T)dt = x(T) =TT

2.3 c

fOT cos(wp - t)0(t — 2T)dt = 0 car §(t — 2T) est nulle sur [0,T] §(¢t — 2T # 0 uniquement pour ¢t = 27T

3 Exercice 3

z(t) =30  ga "8(t — nT)
0(t)y—0(t—T)+d(t—2T)
z(t) xy(t) = ffooo z(T)y(t —7)dr = ZZOZO Cro(t — kT)
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Comme les signaux x(t) et y(t) sont des impulsions, leur produit de convolution est également une série
d’impulsion. Il reste & déterminer C.

g(t) = z(t) xy(t) = z(t) « [0(t) — 0(t — T) + d(t — 27)]
=z(t)*0(t) —x(t)x06(t —T) + x(t) * 6(t — 2T
=z(t)—z(t—-T)+x(t—2T)

Avec z(t) =Y 07 e "6(t — nT)

zt—T)=>"2" e "0t —T—-nT)=>3 " ,e "5t —(n+1)T)
En posant n’=n+1 donc n=n’-1

Donc 3.5_, e~ 1§(t — n'T)

a(t—2T) =300 je 5(t — 2T —nT) = 300 s e "o(t — (n +2)T) = 3.0, e ™ +25(t — n'T)
glt) = T2 e (t — nT) — S5, e St — nT) 4 3, R

~ t —nT) = e%(t) + e 16(t = T) +
Yoo ,e 5t —nT) —e%5(t —T) — Y 0 e " T5(t —nT) + > 07, e "T25(t — nT)
g(t) = ZZOZO Cod(t —nT)=6(t)+ (et =1)6(t —T) + ZZOZQ(ET” —e v e 2)§(t — nT)
=>*Co=1*Ci=e 1 =1*n1>2 C,=e"—e"Tlypem2*Cy=e2—e 14+ =077*C3 =
e B —e?24+e1=028*Cy=et—eB3+e2=0.1

4 Exercice 4
z(n) = {3,0,2,1}
y(n) = {4,5,2,0,1}
w(k) +yk) =202 _ o= (n)y(k—mn)

Le nombre prévisible de valeurs non nulles du produit de convolution est égale a la somme des longueurs de
signaux -1. Ici : 445-1 = 8 valeurs non nulles du produit de convolution => k € [0; 7]

k=0,g(0) = (0) x y(0) = 32,2 (n) - y(—n) = 2(0) - y(0) = 3 x4 = 12

k=1,91)=5""__ z(n)y(l—n)=20)y1)+z(1)y(0) =5x3+0%x4=15

k=2¢(2) = Z wZ(M)y(2—n)=20)y(2)+z(1)y(1) + 2(2)y(0) =32+ 0x5+2x4 =14
k=3,903) =
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k=4,9(4) =12

k= 5,9(5) = 2(y(4) + 2(2)y(3) + w(3)y(2) = 2
k= 6,9(6) = 2(2)y(4) + 2(3)y(3) = 2
kE=7,9(7)=23)y(4) =1zl =1

x(n) 0o 0 00 3 0 2 1

vn) 1 0 2 5 4 0 0 0 3xd=12=g(0)

ylan) 0 1 0 2 5 4 0 0 3x5+4x0=15=g(1)
0 01 0 2 5 4 0 3x24+'x2=14=g(2)
000 0 1 0 2 5 4 5x2+4xl=14=¢(3)

5 Exercice 5 : Séries de Fourier

2rnt

ar(t) = ao+ > oy (an - cos(ZZEL) + by, - sin(2ZL)) = 3% Crel T

On pose © = 27t

S Cre® = ST Ced® o Gy + 300 Cred®n

=3, C_pe™7m 4 C() + Z;.Lo:l Crel®n

=Cp+ Zzzl (Cfne_]en + Cnejen) o
=Co+ ), (C_y(cos(On) — jsin(On)) + Cy,(cos(On) + jsin(On)))
=Co+ 3.7, ((Cr+ C_p)cos(On) + j(C,, — C_,,)sin(On))

el = cosa + jsina
e 7 =cosa — jsina
==> ag = C)

ap = Cn + C—n

bn = ](On - O—n)
<:>]bn = 2(C’n - Cfn) =-C,+C_,
= a, — jb, = 2C,
= C, = %(an — jbn)

2% +]bn =2C_,
=C_, = %(afn +]b7n)

quand n < 0

6 Exercice 6 : Séries de Fourier Bis

z(t) = sin(wot)
On cherche C,, tq x(t) = > 2 Ce? ™™ ici a période de z(t) est T = 2=

n=-—oo wo

w0:27rf0:2%éT:i—g

Formule d’Euler du sin :



_ edwot_e—iwot
sin(wot) = o
— ejz%t—efj%t
= 56
— L%t 1 i3t
Or sin(wot) =Y oo CrelT™ (Dév en série de Fourier complexe de sin(wot))
Par identification on a :
1 _ _J_1,-5%
€1 = 5 — T3 =3¢ 7
—_1 _J_1,%
Coa=—5=5=3¢"

et C,, =0 pour n# 1et —1

) T
i
I 7
‘ — - i
- A
f 5
%J’n f
e )
g
L
2
ERERE TR >
T .7’

7 Exercice 7 : Séries de Fourier ter

x(t) = 2sin(wot) - sin(p) + cos(wot + ¢)

La période est T' = i—’;

On cherche Cy, tq z(t) = 3200 Cped 7t = 37°°

Jwont
n=-—00 n=-—00 C"e

On sait que cos(a +b) = cosa-cosb —sina - sinb

x(t) = 2sin(wot) sin ¢ + cos(wot) cos ¢ — sin(wot) sin ¢
= sin(wpt) sin ¢ + cos(wpt) cos ¢
= cos(wot — )

eI (wo—¥) 4 gwot—)

cos(wot — @) = 3

o=




a(t) = 3,2 o Cne™o™

n=—oo

n=-1,C_ = Leiv
n=1 C]_ —6_-799

8 Exercice 8

w(t) =4+ 2 Zoo_l sin(nAw)cos(nt)
On cherche a, et by, tq :
z(t) = ap+ Yy ancos(ZHL) + by, sin(22L)

x(t) est pair : b,=0

_%f p(t)dt = £ [T 1dt = L[ = L (O — (—Ar)) = B =\
= %f COS Zﬂnt)dt
AT
= %f_xﬂ COS(nt)dt =1 [%W)]_M

= L[sin(nAm) — sin(—nAr)|

sin(—a) = —sin(a)

= lsin(n)m)

z(t) = A+ 307 Zsin(nAr)cos(nt)
9 Exercice 9

x(t)=11t)—2-1(t —2m) +2-1(t — 4w) — 1(t — 67)
Rappel : 1(¢) échelon :

0 si t<0
1sit>0




1si0<t<2m
—1si2n < t<dmw
1sidr <t<6m

0 sinon

— On “périodise” le signal x(t) avec une période 67
z(t) = ap + Yooy an cos(ZE2E) + by sin(ZRt) = Y07 | by, sin(2T2L)
mais x(t) est pair = b, =0

ao = & [ w(t)dt = & [T x(t)dt
27 4 67
= & [ rar = o7 ae+ [T a]

—dlpPr—2r42n]=2=1
an =3 [ a(t)cos(Z5ptydt = 2 [ a(t)cos( %ty
Ap = 3% f027r Cos(%)dt - Cos(nt dt+ f cos %)dt:|

_ 1 {@m(%ﬁ }Tr . {szn("—t)} i {sm(%t)}
3 % 0 3 27 % 4

3
sin(FER) — sin(452) + sin(35%) + sin(%5%) — sin(43™))

7L237r QT h 3 ) 3
— ; ™ ; m™n _ 3
= (szn(Tnf sz;Ln(T)) = n—%ﬁ%smg cosn)
= —(=1)(=1)"sin Bt = —(—1)"""sin
27rnt _ )"+1 : ™ nt

z(t) =ap + Zn 1 Gpcos( Tt = 3 + Zn e sm(7 cos 7))
sinp — sin g = 2sin 254 cosp—;rq

_ 27mn
p= 3
q=5"
= e = B

2mn 4mn

pP—qg _ T3 73 _ 2tn _ _ 7 n

7 = 2 =76 T 3

10 TD machine Exercice 3 a)

e Signal a temps continu périodique de période 2w
« Signal impair
z(t) = ao + Y poy an cos(2E2E) + by, sin(ZERt) = 30 | by sin( L)
Avec b, = 2 fOTx t)sin( 22 )dt avec T=2m
b, =1 fo )sin(nt)dt
[fo sin nt)dt— fj sin(nt)dt}
([f% cos(nt)]g — [f% cos(nt)] iﬂ)
[(=Lcos(nT) + Lcos(0)) — (—Lcos(2mn) + Lcos(mn))]

n

A= Al= A=

(f%cos( )+ o + P *COS(T"”))
(2(1— cos(mr))
= (1 — cos(nm))

o \’—‘E“»—t

3 \



- sin est impair

nm

{O si n est pair

=307 bysin(nt)
4 yhoo sin((2n—1)t)

n—1 2n—1

11 Exercice 11

z(t) = ap + Yooy ancos(ZZHL) + by, sin (252
z(t) est impair
=a, =0

=2 f T z(t)sin( 222 )dt

Sur l'intervalle [—=F; 2], 2(t) = 2t

bp = 7 [ 2 2 t - sin(222L)dt

f u'v = [uwv]’ — [u’
o(t) =t V() =1
w'(t) =sin 22 wu(t) = 5L cos(2ERt)

T/2

by = 7 [[—ﬂtcos(2 )] 72 f T — ot cos(Q’TT”t)dt]

= 7TL7m (% cos(—mn) + % cos(mn) — f,T cos(%"t)dt)

= —2_ (=T cos(mn) + s sin 22 . L — % sin(—mn))

= 2 (—cos(mn) + =+ Sln(wn))

_ 2.(_1)7L+1

™

= x(t) -2 ZOO, (*1)n+1 Sln(27rnt)

T n=1 n T

11.1 Rappels

 Signal x(t) périodique = spectre de raies (discret)
« Signal x(k) discret périodique = Spectre de raies (discret) périodique

12 Exercice 12

z(n) =

0 si n impair
1 si n pair

Période K = 2
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z(n) =D ik Cled** K= avec C) = Y ks T(n)eITE

L j2mn

= Zi:o Cieb ™5™ avec C, = + Z;ZO x(n)e— k25"

Cr+x = Crya = C — le spectre est périodique de période K

k=0,Co =5 (2(0)e 770 4 2(1)e~70m1)
= 4a(0) +2(1)) = }

= 1(x(0) —2(1)) =}

—

= x(n) = Co + Cref"™ = (1 + /")
Développement en série de Fourier de x(n)

ej’I’LTI' —

0 si n impair
1 si n pair



(1 -1) =0 sin impair
(1+1)=1sin pair

{

(SIS

— On retrouve bien la def de x(n)

13 Exercice 13

13.1 a

Energie de z(t) = et - 1(t) =

0 sit<0
e tsit>0
E, = [7_|x(t)|dt
/I\ si x(t) est complexe |x(t)| = module de x(t)

E,= [~ (e7t-1(t))%dt

oo

y(t)=1¢) -1t —7),7>0

{1ﬁ0§<7

0 sinon

By, = [7, ly®)Pdt = [; 1dt = [t]

O*l
|
3

13.3 c

Puissance de z(t) = /¥t = I 7!

z(t) est périodique T =

Cas général non périodique = P, = hm = /- Té% z(t)|dt

T/2

Cas signal périodique : P, = % [~/ /2

Relation de Perceval :
T/2 [e%e]
P.o= L 100, ls()Pdt = 32 |Cnf?

Si z(t) = e7“0! les coefficients de Fourier complexes sont :

10



C;=1
Chn=0n#1

donc P, = > |C,2=1

n=—oo

Dev. en série de Fourier de z(t)

- 2mnt

z(t) — eJwot — @jQTﬂt = 2202700 CneJT
=

C, =1 pour n=1
C,=0pourn #1

14 Exercice 14

14.1 a

Energie d’un signal a temps discret :

Ey= Y |z(n)?
n=—oo
E,= 3 la"1(n)]
= > |a"?
n=0
— n n _ _1
= 20(a2) De la forme Zoa avec |a| <1 =
n—l n—=
~ 1—a?
14.2 b

16 Exercice 16

16.1
y(t) = e/¥nt Montrer que : Z(w) = X (w — wyy)
Z(w) = [ z(t)e I¥tdt or 2(t) = x(t)elm?

Z(w) = [, w(t)centeiotdt = [ a(t)e @it = X (w — wy)

oo

11
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€y = n ; | ﬂ(n) Dln-m) | g

? z | i l‘ i

16.2

2(t) - e7IWnt = p(t)elwmteiwmt = x(t)

19 Exercice 19

19.1

s(t) = cos(2m fot)[1(t + F) — 1(t — F)] avec T réel et positif
Calculer (f), la TF de s(t)

0 sinon

(1) = {COS(QWfOt) §or/2sts)?

= Multiplication entre un cosinus et une fonction porte (ou rectangulaire)
= [Z_s(t)ye ¥t = [% cos(2m fot)e I3 tdt

o j27rf0t+ —j27n fot

Or cos(2r fot) = “——F——

_ QfT/i2 e]27rf0t_|_e—j27rf0t)e—j27rftdt
T

On sait que e? - e? = e+t

S(f) = si”gizgcf:fﬁﬂ))%) + si”ﬁﬂ}f:fﬁo))%) = I (sinc(m(f — fo)7) + sine(n)(f + fo)7))

car : sinc(x) = %

19.2

19.2.1

Fla(t)e?mfot] = [* a(t) - ef2mfot . ei2nftqy = [*° w(t)e 2 oDt gt — % a(tge ortrI _ X (f - f)

12



19.2.2

6.72"".f0t+6_j27"f0t

Rappel formule d’Euler : cos(27 fot) = 5

[cos (2T fot] = F —eﬂﬁm*;_j%fﬂt

ax(t) + by(t) <> aX (f) + bY (f) (propriété de linéarité de la TF)

= %F[eﬂﬁfot] 4 %F[efﬂ’fffot]

D’apres a), z(t) - 727t <3 X(f — fo) & 1- 720t & 5(f — fo)

Car TF du signal constant = §(f) et 1- 9270t 3 5(f + fo) = Flcos(27 fot) + 30(f — fo) + 56(f + fo)

19.2.3

Voir cours

19.2.4

s(t) = cos(2m fot) - [l(t +3) = 1(t - “ZT“)]

Or z(t) - y(t) < X(f) * Y (f)

S(f) = F (cos(2mfot)) « F(L(t + §) — 1(t — 5)) = 5[6(f — fo) + 6(f + fo)] * sinc(f7) « 6(f + fo)
Propriété impulsion de Dirac :

sinc(f1)  0(f — fo) = sinc((f — fo)7)

sin(f7) * 6(f + fo) = sinc((f + fo)7)

Donc :

S(f) = glsinc(f — fo)7 + sinc((f + fo)7)]
A SAVOIR REFAIRE AVEC UN SIN

20 Exercice 20: Dualité et transformée de Fourier

20.1

TF z(t) = e~

—tsit<O
|t|={

tsit>0

X(f) = ffooo e—altlg—i2mft gy — fi)oo ete—i2nftgy 4 fOOO e—ate—i2mft gy

0 s 0 _(adti (a—j2nf)e] 0 (atjamf)e] >
f_oo ela J27rf)tdt+fo e—(ati2nft gy — {ea7j27rf }700 |:_ea+j2ﬂ'f }0 — a7j127rf + a+j1271'f = a2+(22“ﬂf)2

e 127/t = eate=i27ft Compris entre -1 et 1

13



20.2

flu) = [7 g(v)e 7 dv

On pose u = w (pulsation) v = t (temps)

flw) =7 g(t)e *tdt = F(g(t))

=[£G
w=2rf

— fest la TF de g. On pose u=t et v=w

Rappel :
F(a(t) = X(f) = [ w(t)e 72/ dt
FHX(f) = a(t) = 2o, X(f)e?>m I df
w=2rfe f=L=df =&

Fa(t) = X (w) = [Z o(t)e 7 dt
FH X (W) = 2(t) = 57 [7 X(w)e?*!duw

2 J—

20.3

D’apres la question a) avec a=1 :

F(e It = 1+2w2 = y(w)

F(y(t)) = Y(w) = 2me~ =%l = 2ng(—w) = 2me~ I

21 Exercice 21

2(n) = {1 si|n|] <N

0 sinon

X(w) = i z(n)ed*m ou X(f) = i (n)e—92min

n=—oo n=—oo
N N
= Y x(n)eivn= 3 eiwn
n=—N n=—N

Changement de variable: m=n+ N <n=m— N

14



N ) 2N .
E x(m—N)e‘Jw(m_N) — Z e—jw(m—N)

X(w) =
m=0 m=0
2N 2N

X(W) — E e—jwm . e—ij — eij Z e—jwm
m=0 m=0

Série géométrique :

N'—1
Z o { sia#1
"sta=1
Ici NN—1=2N= N =2N+1
a=e ¥ #£1siw#0
X () = o e
Ora—e 90 = e790/2(e79/2 — ¢=70/2)
o= 1O (N+1/2) [ i (N+1/2) _ —jw(N+1/2)
= X( ) = e‘]UJN e JJ/Z[eJW/Qfe Jw/?] ]
QIO (N+1/2) _ —jw(N+1/2) 0d0_o—ib
X(w) = : 1jw2/2_ej1/2 Sl or sinf = 55 d
_ sin(w(N+1/)
Donc = sin(w/2)
. 2N
enw=0,X0)=e". > (1)"=2N+1
m=0
22 Exercice 22
22.1
z(t) = sin(wt),y(t) = 1,7 = 2=
T w — cos(w
(b%y:TfT/“32 t+7— :%fﬂ/wsmwtdt:g-[— w( t)}
F[-1+1]=0
22.2
£(t) = eIty (1) = 6(1)
Gay(T) = [T a(t)t(t+7)dt = [T e §(t + 7)dt
or | [% a(t)o(t — 7)dt = x(T)
= &, (1) = 2(—7) = e~ = ¢~al7l
22.3
z(t) = e y(t) = §(t)
Pay(7) = [Zo  w()y(t + 7)dt = w(=7) * y(7)
Duy(w) = TF[¢pwy ()] = TF[z(=7)] - TF[y(7)] = X(w) - Y ()

15

T/ w
—7/w

= 52[cos(m) — cos(—)]



Ici V(w) =1et X(w) =TF(e ) = [%_ealtle=ivtqt

avec

—tsit<0
It =

tsit>0

_o—(atiw)t

X(w) = ffoo evte IWtdt + [ em eIl dt = fBOO ela=iwitqs 4 I e (atiwtqs — [em_'mt]o

a—jw

1 _O—O+ 1

a—jw a+jw

lim e%e %t = lim e® =0
t——o00 t——o0
Donc atjwta—jw . 2a

(a—jw)(a+jw) — a?+w?

= 60y (r) = TF (2] = e = 2(r)

a?+w?

23 Exercice 23

23.1

a—ray(1) = [ 2" (O)y(t + 7)dt = 27 (=7) x y(7)
TF[ray(r)] = TF[z*(=7) x y(7)] = TF[z*(=7)] - TF[y(7)] = X" () - Y (w)

23.2

D’apres la table des transformées :

X(w) = Tsinc(4E) avec sinc(z) = %
= TGS — Zsin(<f) = X*(w)
z(t) < X(w)

yit) =zt — L) < Y(w) = X(w) ceTIwE = 4= sin%%)e’j“’% = T?%sinc®(4L) ceTiwg

Or tri(L) + Tsinc®(4L)

. T*l
Toy = T - tri(—%)

23.3

T'4y(T) est max pour 7= I,

16

qui correspond au retard entre les deux signaux x(t) et y(¢).

— 00

[

a+jw

]

o)
0
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