
Exercices

February 4, 2015

1 Exercice 1

x(n) = sin(ω0n)

Un signal à temps discret x(n) est périodique si et seulement si :

∃N ∈ Z tq ∀n ∈ Zx(n+N) = x(n)
↔ sin(ω0(n+N)) = sin(ω0 · n)
↔ ω0(n+N) = ω0 · n+ 2kπ, k ∈ Z
↔ ω0 · n+ ω0 ·N = ω0 · n+ 2kπ
↔ ω0 = 2kπ

N avec k ∈ ZetN ∈ Z
↔ 2πf0 = 2kπ

N

↔ f0 = 1
T0

= k
N

→ f0 doit être une quotient de deux nombrzs entiers → f0 ∈ Q ensemble des nombres rationnels ↔ T0 ∈ Q

2 Exercice 2

2.1 a

De la forme :
∫∞
−∞ x(t) · δ(t− τ) avec x(t) = e−at = x(τ)∫∞

−∞ e−atδ(t− τ)dt = e−aτ

2.2 b∫∞
−∞ t · e−atδ(t− τ)dt = x(τ) = τe−aτ

2.3 c∫ T
0 cos(ω0 · t)δ(t− 2T )dt = 0 car δ(t− 2T ) est nulle sur [0,T] δ(t− 2T 6= 0 uniquement pour t = 2T

3 Exercice 3

x(t) =
∑∞
n=0 a

−nδ(t− nT )

y(t) = δ(t)− δ(t− T ) + δ(t− 2T )

g(t) = x(t) ∗ y(t) =
∫∞
−∞ x(τ)y(t− τ)dτ =

∑∞
k=0 Ckδ(t− kT )
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Comme les signaux x(t) et y(t) sont des impulsions, leur produit de convolution est également une série
d’impulsion. Il reste à déterminer Ck.

g(t) = x(t) ∗ y(t) = x(t) ∗ [δ(t)− δ(t− T ) + δ(t− 2T )]
= x(t) ∗ δ(t)− x(t) ∗ δ(t− T ) + x(t) ∗ δ(t− 2T )
= x(t)− x(t− T ) + x(t− 2T )

Avec x(t) =
∑∞
n=0 e

−nδ(t− nT )

x(t− T ) =
∑∞
n=0 e

−nδ(t− T − nT ) =
∑∞
n=0 e

−nδ(t− (n+ 1)T )

En posant n’=n+1 donc n=n’-1

Donc
∑∞
n′=1 e

−n′+1δ(t− n′T )

x(t− 2T ) =
∑∞
n=0 e

−nδ(t− 2T − nT ) =
∑∞
n=0 e

−nδ(t− (n+ 2)T ) =
∑∞
n′=2 e

−n′+2δ(t− n′T )

g(t) =
∑∞
n=0 e

−nδ(t − nT ) −
∑∞
n=1 e

−n+1δ(t − nT ) +
∑∞
n=2 e

−n+2δ(t − nT ) = e0δ(t) + e−1δ(t − T ) +∑∞
n=2 e

−nδ(t− nT )− e0δ(t− T )−
∑∞
n=1 e

−n+1δ(t− nT ) +
∑∞
n=2 e

−n+2δ(t− nT )

g(t) =
∑∞
n=0 Cnδ(t− nT ) = δ(t) + (e−1 − 1)δ(t− T ) +

∑∞
n=2(e−n − e−n+1 + e−n+2)δ(t− nT )

=> * C0 = 1 * C1=e−1 − 1 * n ≥ 2, Cn = e−n − e−n+1 + e−n+2 * C2 = e−2 − e−1 + e0 = 0.77 * C3 =
e−3 − e−2 + e−1 = 0.28 * C4 = e−4 − e−3 + e−2 = 0.1

4 Exercice 4 {
x(n) = {3, 0, 2, 1}
y(n) = {4, 5, 2, 0, 1}

x(k) + y(k) =
∑∞
n=−∞ x = (n)y(k − n)

Le nombre prévisible de valeurs non nulles du produit de convolution est égale à la somme des longueurs de
signaux -1. Ici : 4+5-1 = 8 valeurs non nulles du produit de convolution => k ∈ [0; 7]

k = 0, g(0) = x(0) ∗ y(0) =
∑100
n=−∞ x(n) · y(−n) = x(0) · y(0) = 3 ∗ 4 = 12

k = 1, g(1) =
∑∞
n=−∞ x(n)y(1− n) = x(0)y(1) + x(1)y(0) = 5 ∗ 3 + 0 ∗ 4 = 15

k = 2, g(2) =
∑∞
n=−∞ x(n)y(2− n) = x(0)y(2) + x(1)y(1) + x(2)y(0) = 3 ∗ 2 + 0 ∗ 5 + 2 ∗ 4 = 14

k = 3, g(3) = 14
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k = 4, g(4) = 12

k = 5, g(5) = x(1)y(4) + x(2)y(3) + x(3)y(2) = 2

k = 6, g(6) = x(2)y(4) + x(3)y(3) = 2

k = 7, g(7) = x(3)y(4) = 1x1 = 1

g(k)={12,15,14,14,12,2,2,1}

x(n) 0 0 0 0 3 0 2 1

y(-n) 1 0 2 5 4 0 0 0 3x4=12=g(0)
y(1-n) 0 1 0 2 5 4 0 0 3x5+4x0=15=g(1)

0 0 1 0 2 5 4 0 3x2+’x2=14=g(2)
0 0 0 1 0 2 5 4 5x2+4x1=14=g(3)

5 Exercice 5 : Séries de Fourier

xT (t) = a0 +
∑∞
n=1

(
an · cos( 2π·n·t

T ) + bn · sin( 2π·n·t
T )

)
=
∑∞
−∞ Cne

j 2πnt
T

On pose Θ = 2πt
T∑∞

−∞ Cne
jΘn =

∑−1
−∞ Cne

jΘn + C0 +
∑∞
n=1 Cne

jΘn

=
∑∞
n=1 C−ne

−jΘn + C0 +
∑∞
n=1 Cne

jΘn

= C0 +
∑∞
n=1

(
C−ne

−jΘn + Cne
jΘn)

= C0 +
∑∞
n=1 (C−n(cos(Θn)− j sin(Θn)) + Cn(cos(Θn) + j sin(Θn)))

= C0 +
∑∞
n=1 ((Cn + C−n)cos(Θn) + j(Cn − C−n)sin(Θn))

ejα = cosα+ j sinα
e−jα = cosα− j sinα

==> a0 = C0
an = Cn + C−n
bn = j(Cn − C−n)
⇔ jbn = j2(Cn − C−n) = −Cn + C−n
⇒ an − jbn = 2Cn
⇒ Cn = 1

2 (an − jbn)

an + jbn = 2C−n
⇒ C−n = 1

2 (a−n + jb−n) quand n < 0

6 Exercice 6 : Séries de Fourier Bis

x(t) = sin(ω0t)

On cherche Cn tq x(t) =
∑∞
n=−∞ Cne

j 2πnt
T ici a période de x(t) est T = 2π

ω0

ω0 = 2πf0 = 2π
T ⇒ T = 2π

ω0

Formule d’Euler du sin :
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sin(ω0t) = ejω0t−e−jω0t

2j

= e
j 2π
T
t−e−j

2π
T
t

2j
= 1

2j e
j 2π
T t − 1

2j e
−j 2π

T t

Or sin(ω0t) =
∑∞
n=−∞ Cne

j 2π
T nt (Dév en série de Fourier complexe de sin(ω0t))

Par identification on a :
C1 = 1

2j = − j2 = 1
2e
−j π2

C−1 = − 1
2j = j

2 = 1
2e
j π2

et Cn = 0 pour n 6= 1 et −1

7 Exercice 7 : Séries de Fourier ter

x(t) = 2sin(ω0t) · sin(ϕ) + cos(ω0t+ ϕ)
La période est T = 2π

ω0

On cherche Cn tq x(t) =
∑∞
n=−∞ Cne

j 2πn
T t =

∑∞
n=−∞ Cne

jω0nt

On sait que cos(a+ b) = cos a · cos b− sin a · sin b
x(t) = 2 sin(ω0t) sinϕ+ cos(ω0t) cosϕ− sin(ω0t) sinϕ
= sin(ω0t) sinϕ+ cos(ω0t) cosϕ
= cos(ω0t− ϕ)

cos(ω0t− ϕ) = ej(ω0−ϕ)+eω0t−ϕ)

2
= 1

2
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x(t) =
∑∞
n=−∞ Cne

jω0nt

n = −1, C−1 = 1
2e
jϕ

n = 1, C1 = 1
2e
−jϕ

8 Exercice 8

w(t) = λ+ 2
π

∑∞
n=1

sin(nλπ)cos(nt)
n

On cherche an et bn tq :

x(t) = a0 +
∑∞
n=1 ancos( 2πnt

T ) + bnsin( 2πnt
T )

x(t) est pair : bn=0

a0 = 1
T

∫ π
−π x(t)dt = 1

2π
∫ λπ
−λπ 1dt = 1

2π [t]λπ−λπ = 1
2π (λπ − (−λπ)) = 2λπ

2π = λ

an = 2
T

∫ π
−π x(t)cos( 2πnt

T )dt

= 1
π

∫ λπ
−λπ cos(nt)dt = 1

π

[
sin(nt)
n

]λπ
−λπ

= 1
nπ [sin(nλπ)− sin(−nλπ)]

sin(−α) = −sin(α)

= 2
nπ sin(nλπ)

⇒ x(t) = λ+
∑∞
n=1

2
nπ sin(nλπ)cos(nt)

9 Exercice 9

x(t) = 1(t)− 2 · 1(t− 2π) + 2 · 1(t− 4π)− 1(t− 6π)

Rappel : 1(t) échelon :

{
0 si t<0
1 si t ≥ 0
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1 si 0 ≤ t<2π
−1 si 2π ≤ t<4π
1 si 4π ≤ t<6π
0 sinon

→ On “périodise” le signal x(t) avec une période 6π

x(t) = a0 +
∑∞
n=1 an cos( 2πn

T t) + bnsin( 2πn
T t) =

∑∞
n=1 bn sin( 2πnt

T )

mais x(t) est pair ⇒ bn = 0

a0 = 1
T

∫ T
0 x(t)dt = 1

6π
∫ 6π

0 x(t)dt
= 1

6π

[∫ 2π
0 1dt−

∫ 4π
2π 1dt+

∫ 6π
4π 1dt

]
= 1

6π [2π − 2π + 2π] = 2π
6π = 1

3

an = 2
T

∫ T
0 x(t)cos( 2πnt

T )dt = 2
6π
∫ 6π

0 x(t)cos( 2πnt
6π )dt

an = 1
3π

[∫ 2π
0 cos(nt3 )dt−

∫ 4π
2π cos(

nt
3 )dt+

∫ 6π
4π cos(

nt
3 )dt

]
= 1

3π

([
sin(nt3 )

n
3

]π
0
−
[
sin(nt3 )

n
3

]4π
2π

+
[
sin(nt3 )

n
3

]6π
4π

)
= 3

n
1

3π
(
sin( 2πn

3 )− sin( 4πn
3 ) + sin( 2πn

3 ) + sin( 6πn
3 )− sin( 4πn

3 )
)

= 2
nπ

(
sin( 2πn

3 )− sin( 4πn
3 )
)

= −2
nπ

(
2 sin πn

3 cosπn
)

= 4
nπ (−1)(−1)n sin πn

3 = 4
nπ (−1)n+1 sin πn

3

x(t) = a0 +
∑∞
n=1 ancos( 2πnt

T = 1
3 + 4

π

∑∞
n=1

(−1)n+1

n sin(πn3 cos nt3 ))

sin p− sin q = 2 sin p−q
2 cos p+q2

p = 2πn
3

q = 4πn
3

⇒ p+q
2 =

2πn
3 + 4πn

3
2 = πn

p−q
2 =

2πn
3 −

4πn
3

2 = 2πn
6 = −πn3

10 TD machine Exercice 3 a)

• Signal à temps continu périodique de période 2π
• Signal impair

x(t) = a0 +
∑∞
n=1 an cos( 2πn

T t) + bn sin( 2πn
T t) =

∑∞
n=1 bnsin( 2πnt

T )

Avec bn = 2
T

∫ T
0 x(t)sin( 2πnt

T )dt avec T=2π

bn = 1
π

∫ 2π
0 x(t)sin(nt)dt

= 1
π

[∫ π
0 sin(nt)dt−

∫ 2π
π

sin(nt)dt
]

= 1
π

([
− 1
n cos(nt)

]π
0 −

[
− 1
n cos(nt)

]2π
π

)
= 1

π

[
(− 1

ncos(nπ) + 1
ncos(0))− (− 1

ncos(2πn) + 1
ncos(πn))

]
= 1

pi

(
− 1
ncos(nπ) + 1

n + 1
n −

1
ncos(πn)

)
= 1

π

( 2
n (1− cos(nπ)

)
= 2

nπ (1− cos(nπ))
=
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{
0 si n est pair
4
nπ si n est impair

x(t) =
∑∞
n=1 bnsin(nt)

= 4
π

∑∞
n−1

sin((2n−1)t)
2n−1

11 Exercice 11

x(t) = a0 +
∑∞
n=1 ancos( 2πnt

T ) + bn sin( 2πnt
T )

x(t) est impair

⇒ an = 0

bn = 2π
T

∫ T
2
−T

2
x(t)sin( 2πnt

T )dt

Sur l’intervalle [−−T2 ; T2 ], x(t) = 2
T t

bn = 4
T 2

∫ T
2
−T

2
t · sin( 2πnt

T )dt∫ b
a
u′v = [uv]ba −

∫
uv′

v(t) = t v′(t) = 1

u′(t) = sin 2πnt
T u(t) = −T

2πn cos( 2πnt
T )

bn = 4
T 2

[[
− T

2πn t cos( 2πnt
T )

]T/2
−T/2 −

∫ T
2
−T

2
− T

2πn cos( 2πnt
T )dt

]
= − 2

Tπn

(
T
2 cos(−πn) + T

2 cos(πn)−
∫ T

2
−T

2
cos( 2πnt

T )dt
)

= 2
πnT

(
−T cos(πn) + T

2πn sin 2πn
T ·

T
2 −

T
2πn sin(−πn)

)
= 2

πn

(
− cos(πn) + 1

πn sin(πn)
)

= 2·(−1)n+1

πn

⇒ x(t) = 2
π

∑∞
n=1

(−1)n+1

n sin( 2πnt
T )

11.1 Rappels

• Signal x(t) périodique ⇒ spectre de raies (discret)
• Signal x(k) discret périodique ⇒ Spectre de raies (discret) périodique

12 Exercice 12

x(n) =

{
0 si n impair
1 si n pair

Période K = 2
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x(n) =
∑
k=<K> Cke

jk 2nπ
K avec Ck = 1

2
∑
n=<K> x(n)e−j j2πn

K

=
∑1
k=0 Cke

k 2nπ
2 avec Ck = 1

K

∑1
n=0 x(n)e−jk 2πn

2

Ck+K = Ck+2 = Ck → le spectre est périodique de période K

k = 0, C0 = 1
2
(
x(0)e−j0π0 + x(1)e−j0π1)

= 1
2 (x(0) + x(1)) = 1

2

k = 1, C1 = 1
2
(
x(0)e−j1π0 + x(1)e−j1π1)

= 1
2 (x(0)− x(1)) = 1

2

⇒ x(n) = C0 + C1e
jnπ = 1

2 (1 + ejnπ)

Développement en série de Fourier de x(n)

ejnπ =

{
0 si n impair
1 si n pair

x(n) =

9



{
1
2 (1− 1) = 0 si n impair
1
2 (1 + 1) = 1 si n pair

→ On retrouve bien la def de x(n)

13 Exercice 13

13.1 a

Energie de x(t) = e−t · 1(t) =

{
0 si t<0
e−t si t ≥ 0

Ex =
∫∞
−∞ |x(t)|2dt

/!\ si x(t) est complexe |x(t)| = module de x(t)

Ex =
∫∞
−∞(e−t · 1(t))2dt

=
∫∞

0 (e−t)2dt

=
∫∞

0 e−2tdt =
[
e−2t

−2

]∞
0

= − 1
2 (0− 1) = 1

2

13.2 b

y(t) = 1(t)− 1(t− τ), τ > 0

y(t) =

{
1 si 0 ≤< τ

0 sinon

Ey =
∫∞
−∞ |y(t)|2dt =

∫ τ
0 1dt = [t]τ0 = τ

13.3 c

Puissance de z(t) = ejω0t = ej
2π
T t

z(t) est périodique T = 2π
ω0

Cas général non périodique = Pz = lim
T→∞

1
T

∫ T/2
−T/2 |z(t)|

2dt

Cas signal périodique : Pz = 1
T

∫ T/2
−T/2 |z(t)

2dt

Relation de Perceval :

Pz = 1
T

∫ T/2
−T/2 |z(t)|

2dt =
∑∞
n=−∞ |Cn|2

Si z(t) = ejω0t les coefficients de Fourier complexes sont :
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{
C1 = 1
Cn = 0, n 6= 1

donc Pz =
∞∑

n=−∞
|Cn|2 = 1

Dev. en série de Fourier de z(t)

z(t) = ejω0t = ej
2π
T t =

∑∞
n=−∞ Cne

j 2πnt
T

⇒

{
Cn = 1 pour n=1
Cn = 0 pour n 6= 1

14 Exercice 14

14.1 a

Energie d’un signal à temps discret :

Ex =
∞∑

n=−∞
|x(n)|2

Ex =
∞∑

n=−∞
|an1(n)|2

=
∞∑
n=0
|an|2

=
∞∑
n=0

(a2)n De la forme
∞∑
n=0

αn avec |α| < 1 = 1
1−α

= 1
1−a2

14.2 b

16 Exercice 16

z(t) = x(t) · y(t)

16.1

y(t) = ejωnt Montrer que : Z(ω) = X(ω − ωm)

Z(ω) =
∫∞
−∞ z(t)e−jωtdt or z(t) = x(t)ejωmt

Z(ω) =
∫∞
−∞ x(t)ejωmte−jωtdt =

∫∞
−∞ x(t)e−j(ω−ωm)tdt = X(ω − ωm)
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16.2

z(t) · e−jωnt = x(t)ejωmte−jωmt = x(t)

19 Exercice 19

19.1

s(t) = cos(2πf0t)[1(t+ τ
2 )− 1(t− τ

2 )] avec τ réel et positif

Calculer (f), la TF de s(t)

s(t) =
{
cos(2πf0t) si − τ/2 ≤ t ≤ τ/2
0 sinon

= Multiplication entre un cosinus et une fonction porte (ou rectangulaire)

s(f) =
∫∞
−∞ s(t)e−j2πftdt =

∫∞
−∞ cos(2πf0t)e−j2πftdt

Or cos(2πf0t) = ej2πf0t+e−j2πf0t

2

S(f) = 1
2
∫ τ/2
−τ/2(ej2πf0t + e−j2πf0t)e−j2πftdt

On sait que ea · eb = ea+b

S(f) = 1
2
∫ τ/2
−τ/2 e

−j2π(f−f0)t+e−j2π(f+f0)tdt = 1
2 [ e−j2π(f−f0)t

−j2π(f−f0) ]τ/2−τ/2+ 1
2 [ e−j2π(f+f0)t

−j2π(f+f0) ]τ/2−τ/2 = − 1
2π

(
e−j2π(f−f0) τ2 −ej2π(f−f0) τ2

2j(f−f0
+ e−j2π(f+f0) τ2 −ej2π(f+f0) τ2

2j(f+f0

)
S(f) = sin(2π(f−f0) τ2 )

2π(f−f0) + sin(2π(f+f0) τ2 )
2π(f+f0) = τ

2 (sinc(π(f − f0)τ) + sinc(π)(f + f0)τ))

car : sinc(x) = sin(πx)
πx

19.2

19.2.1

F [x(t)ej2πf0t] =
∫∞
−∞ x(t) · ej2πf0t · ej2πftdt =

∫∞
−∞ x(t)ej2π(f0−f)tdt =

∫∞
−∞ x(t)ej2π(f−f0)t = X(f − f0)
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19.2.2

Rappel formule d’Euler : cos(2πf0t) = ej2πf0t+e−j2πf0t

2

[cos(2πf0t] = F
[
ej2πf0t+e−j2πf0t

2

]
ax(t) + by(t)↔ aX(f) + bY (f) (propriété de linéarité de la TF)

= 1
2F [ej2πf0t] + 1

2F [e−j2πf0t]

D’après a), x(t) · ej2πf0t ↔ X(f − f0)⇔ 1 · ej2πf0t ↔ δ(f − f0)

Car TF du signal constant = δ(f) et 1 · e−j2πf0t ↔ δ(f + f0)⇒ F [cos(2πf0t) + 1
2δ(f − f0) + 1

2δ(f + f0)

19.2.3

Voir cours

19.2.4

s(t) = cos(2πf0t) ·
[
1(t+ τ

2 )− 1(t− tau
2 )
]

Or x(t) · y(t)↔ X(f) ∗ Y (f)

S(f) = F
(
cos(2πf0t)) ∗ F (1(t+ τ

2 )− 1(t− τ
2 )
)

= τ
2 [δ(f − f0) + δ(f + f0)] ∗ sinc(fτ) ∗ δ(f + f0)

Propriété impulsion de Dirac :

sinc(fτ) ∗ δ(f − f0) = sinc((f − f0)τ)

sin(fτ) ∗ δ(f + f0) = sinc((f + f0)τ)

Donc :

S(f) = τ
2 [sinc(f − f0)τ + sinc((f + f0)τ)]

A SAVOIR REFAIRE AVEC UN SIN

20 Exercice 20: Dualité et transformée de Fourier

20.1

TF x(t) = e−a|t|

|t| =
{
−t si t < 0
t si t ≥ 0

X(f) =
∫∞
−∞ e−a|t|e−j2πftdt =

∫ 0
−∞ eate−j2πftdt+

∫∞
0 e−ate−j2πftdt∫ 0

−∞ e(a−j2πf)tdt+
∫∞

0 e−(a+j2πf)tdt =
[
e(a−j2πf)t

a−j2πf

]0
−∞

+
[
− e

(a+j2πf)t

a+j2πf

]∞
0

= 1
a−j2πf + 1

a+j2πf = 2a
a2+(2πf)2

ea−j2πf t = eate−j2πft Compris entre -1 et 1
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20.2

f(u) =
∫∞
−∞ g(v)e−juvdv

On pose u = ω (pulsation) v = t (temps)

f(ω) =
∫∞
−∞ g(t)e−jωtdt = F (g(t))

→ F (g(t))

ω = 2πf

→ f est la TF de g. On pose u=t et v=ω

Rappel :

F (x(t)) = X(f) =
∫∞
−∞ x(t)e−j2πftdt

F−1(X(f)) = x(t) =
∫∞
−∞X(f)ej2πftdf

ω = 2πf ⇔ f = ω
2π ⇒ df = dω

2π

F (x(t)) = X(ω) =
∫∞
−∞ x(t)e−jωtdt

F−1(X(ω)) = x(t) = 1
2π
∫∞
−∞X(ω)ejωtdω

f(t) =
∫∞
−∞ g(ω)e−jωtdω = 2πF−1(g(−ω))

F−1(g(−ω)) = 1
2πf(t)

g(−ω) = 1
2πF (f(t))

20.3

D’après la question a) avec a=1 :

F (e−|t|) = 2
1+ω2 = y(ω)

F (y(t)) = Y (ω) = 2πe−|−ω| = 2πg(−ω) = 2πe−|ω|

21 Exercice 21

x(n) =
{

1 si |n| ≤ N
0 sinon

X(ω) =
∞∑

n=−∞
x(n)ejωn ou X(f) =

∞∑
n=−∞

x(n)e−j2πfn

=
N∑

n=−N
x(n)e−jωn =

N∑
n=−N

e−jωn

Changement de variable : m = n+N ⇔ n = m−N
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X(ω) =
N∑
m=0

x(m−N)e−jω(m−N) =
2N∑
m=0

e−jω(m−N)

X(ω) =
2N∑
m=0

e−jωm · e−jωN = ejωN
2N∑
m=0

e−jωm

Série géométrique :

N ′−1∑
n=0

an =
{

1−aN
′

1−a si a 6= 1
N ′ si a = 1

Ici N ′ − 1 = 2N ⇒ N ′ = 2N + 1

a = e−jω 6= 1 si ω 6= 0

⇒ X(ω) = ejωN · 1−e−jω(2N+1)

1−e−jω

Or a− e−jθ = e−jθ/2(ejθ/2 − e−jθ/2)

⇒ X(ω) = ejωN e−jω(N+1/2)[ejω(N+1/2)−e−jω(N+1/2)]
e−jω/2[ejω/2−e−jω/2]

X(ω) = ejω(N+1/2)−e−jω(N+1/2)

ejω/2−ejω/2 or sinθ = ejθ−e−jθ
2j

Donc = sin(ω(N+1/))
sin(ω/2)

en ω = 0, X(0) = ej0N ·
2N∑
m=0

(1)m = 2N + 1

22 Exercice 22

22.1

x(t) = sin(ωt), y(t) = 1, τ = 2π
ω

φxy = 1
T

∫ T/2
−T/2 x(t)y(t + τ)dt = ω

2π
∫ π/ω
−π/ω sin(ωt)dt = ω

2π · [−
− cos(ωt)

ω ]π/ω−π/ω = −1
2π [cos(π) − cos(−π)] =

−1
2π [−1 + 1] = 0

22.2

x(t) = e−a|t|, y(t) = δ(t)

φxy(τ) =
∫∞
−∞ x(t)t(t+ τ)dt =

∫∞
−∞ e−a|t|δ(t+ τ)dt

or
∫∞
−∞ x(t)δ(t− τ)dt = x(τ)

⇒ Φxy(τ) = x(−τ) = e−a|−τ | = e−a|τ |

22.3

x(t) = e−a|t|, y(t) = δ(t)

φxy(τ) =
∫∞
−∞ x(t)y(t+ τ)dt = x(−τ) ∗ y(τ)

Φxy(ω) = TF [φxy(τ)] = TF [x(−τ)] · TF [y(τ)] = X(ω) · Y (ω)
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Ici Y (ω) = 1 et X(ω) = TF (e−a|t|) =
∫∞
−∞ e−a|t|e−jωtdt

avec

|t| =
{
−t si t < 0
t si t ≥ 0

X(ω) =
∫ 0
−∞ eate−jωtdt+

∫∞
0 e−ate−jωtdt =

∫ 0
−∞ e(a−jω)tdt+

∫∞
0 e−(a+jω)tdt = [ e(a−jω)t

a−jω ]0−∞[−e−(a+jω)t

a+jω ]∞0 =
1

a−jω − 0− 0 + 1
a+jω

lim
t→−∞

eate−jωt = lim
t→−∞

eat = 0

Donc a+jω+a−jω
(a−jω)(a+jω) = 2a

a2+ω2

⇒ φxy(τ) = TF−1[ 2a
a2+ω2 ] = e−a|τ | = x(τ)

23 Exercice 23

23.1

a− rxy(τ) =
∫∞
−∞ x∗(t)y(t+ τ)dt = x∗(−τ) ∗ y(τ)

TF [rxy(τ)] = TF [x∗(−τ) ∗ y(τ)] = TF [x∗(−τ)] · TF [y(τ)] = X∗(ω) · Y (ω)

23.2

D’après la table des transformées :

X(ω) = Tsinc(ωT2π ) avec sinc(x) = sin(πx)
πx

= T
sin(πωT2π )
π ωT2π

= 2
ω sin(ωT2 ) = X∗(ω)

x(t)↔ X(ω)

y(t) = x(t− T
2 )↔ Y (ω) = X(ω) · e−jω T2 = 4

ω2 = sin2(ωT2 )e−jω T2 = T 2sinc2(ωT2π ) · e−jω T2

Or tri( tT )← Tsinc2(ωT2π )

rxy = T · tri( τ−
T
2

T )

23.3

rxy(τ) est max pour τ = T
2 , qui correspond au retard entre les deux signaux x(t) et y(t).
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