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1 Justification Heuristique de la TF

e C(as des signaux périodiques ou transitoires : Développement en Série de Fourier

xT(t) = Zoo Ch - eI2nmnfot gyec Ch =% fT7/132 xT 6 —j2mnfot gt

n=—oo

ou T est la période du signal fy = %

Dans le spectre de raies x(t), la distance entre les raies adjacentes est égales a fo = 1/T

o Généralisation aux signaux non-périodiques et permanents : ¥ — oo

0) [0 X (et avee X(f) = [ w(t)e 7> dt
= X(f) est le spectre de x(t)

2 TF d’un signal réel et parité

o Tout signal réel x(t) peut se décomposer en la somme d’un signal pair et d’un impair :

(t) = zp(t) + i(1)

e La TF d’un signal réel est, en général, une fonction complexe (de la variable f) et :

— Re(X(f)) = X,(f), la TF de la partie paire de x(t), est une fonction paire

— jlm(X(f)) = Xi(f), TF de la partie impaire de x(t), est une fonction impaire
— |X(f)], spectre d’amplitude, est une fonction paire

— arg(X(f)), spectre de base, est une fonction impaire

Pour étre exact, on montre que :

X(f) =2 [ xp(t) cos(2m ft)dt — 25 [~ ai(t) sin(2n ft)dt

o La TF d’un signal réel, X(f), est réelle si et seulement si le signal x(t) est pair



3

Exemple - TF de la fonction porte (signal rectangulaire)

Soit le signal (t) = rect(%), signal rectangulaire, centré sur 0, de durée T
Montrer que la TF de x(t) est réelle.

X(f)= ffooo x(t) - e 72 ftdt
avec
x(t):{ls? 753
0 sinon
| .
X(f) = [ e mitdr = |- |7, = 2
sin(mz)

Sinus cardinal :sinc(z) =

™

sinc(0)

=1
sinc(x) =0 pour x =k, k € Z

4

Propriétés

Inversion chronologique : z(—t) <> X(—f) (= X * (f) si x(¢) réel)
Linéarité : azx(t) + by(t) <> aX (f) +0YY (f)
Translation temporelle : z(t — 7) +> X(f) - exp(—j27 f7) (changement de variable o0 =t — 7)

Dérivation: % « (g2r )" X(f)
Intégration : fjoc z(u)du < jzier(f) +1X(0)-6...

Existence de la TF

La TF d’un signal x(t) existe si I'intégrale converge.
Pour la plupart des signaux physiques, la TF existe :

— Tous les signaux continus a E finie possédent une TF

Les signaux continues a P finie, physiquement irréalisables, permettent de modéliser des catégories
importantes de signaux (quasi-)permanents.

— Ils ne satisfojnt pas aux critéres usuels de convergence de la TF
— Mais leur TF peut étre calculée en élargissant son champ d’application aux distributions

Dirac et Constante : §(t) <> leta(t) = C <= CH(f) (et X (w) = 27Co(w))
Par translation : §(t — 7) <> e 2™/ et e7927Fot & §5(f — fo)
Echelon :

6(f)/2si f=0
6(f)/2+1/(2nf) si f#0



6 Corrélation et densité spectrale

6.1 Fonction d’intercorrélation et d’autocorrélation
6.1.1 Cas des signaux a énergie finie
= Tous les signaux de cette classe possédent une TF

e Fonction d’intercorrélation

Les signaux x et y sont orthogonaux (ou non-corrélés) pour chaque valeur de 7 ot la fonction d’intercorrélation
)
s’annule.

ra, (1) = [2o @™ (O)y(t + 7)dt = 2% (1) * y(7)

Propriété : ru, (1) =7y, (—7)

 Fonction d’autocorrélation (FA)
re(7) = ffooo x*(t)x(t + 7)dt
Propriétés :

1. 7.(0) = ||z||* = E; = max,(r.(1))
2. si x(t) est réel, sa FA est réelle et paire

6.2 Densité spectrale d’énergie

= La densité spectrale d’énergie d’un signal est égale a la TF de sa FA
D, (f) = TF[ra(7)]

D’apres les résultats précédents, on a :
O (f) = TF[z*(=7) » 2(7)] = X*(£)X(f) = |X ()]
e Lien avec I’énergie totale du signal
B, = ry(0) = ffo |2dt Jo%
car r, (1) = TF~ = [7, ®u( JZ’Tdef et B, =r,(0)

Rightarrow L’énerg1e totale du s1gnal peut aussi se calculoer en intégrant sa distributuon fréquentielle
(Identité de Parseval), qui est donc appelée densité spectrale d’énergie.

Propriété : si x(t) est réel, sa FA est réelle et paire ==> donc sa TF P’est également : ®,(f) = ,(—f)

6.3 Fonctions d’intercorrélation et d’autocorrélation
6.3.1 Cas des signaux a Puissance finie (£, = o)
= Corrélation des signaux a puissance moyenne finie non-nulle

« Fonction d’intercorrélation

Tay(T) = lim_ Tf 72" (Q)y(t + 7)dt

Avec cette déf. les fonction d’inter- et d’autocorrélations possédes les méme propriété que celle avec des
puissance finie.



6.4 Densité spectrale de puissance (DSP)

« Densité spectrale de puissance : @, (f) = TF[F,(7)]
e Lien avec la puissance totale du signal

— Pour 7 = 0 on obitent :
- . T/2 ~
« Po=7a(0) = Jim k[T () e = 75, @)

= La fonction 7,(f) représente donc bien la distribution fréquentielle de la puissance totrale du signal.
Contrairement au cas du spectre, la DSP n’est pas égale au carré du module de la TF du signal. Toutefois on
peut établir : ...

7 Transformée de Fourier a temps discret

7.1 Définition :

La TF d’un signal discret z(k)(k € Z) est définie par :

X(f) = f: Jﬂ(k)e_jQ”kf ou X(w) = f: x(k;)e—jwk

k=—o00 k=—00

7.2 Existence

On admettra que X(f) existe pour tous les signaux & énergie finie de absolument sommable :

o0

> fe(k)] < o0

k=—o0

7.3 Propriété

La TF d’un signal a temps discret est périodique, de période 1 :
X(F+1)= % a(k)e ™ U+D = S5 p(kjei2mkfemamh — X(f)
k=—o0 k=—oc0
Et ona e 727 =1
= Tout intervalle de longueur 1 est suffisant pour décrire X(f). On utilise généralement l'intervalle principal

[1/2,1/2]

o X(f) étant périodique, on peut considérer la déf. précédente comme son Dév. en Série de Fourier
o x(k) correspond alors aux coeff. de ce développement :

7.4 Transformée de Fourier inverse

z(k) = f}éiz X (f)e??™* S df ou F est la période X(f), donc F=1
= [, X(f)ed>md df



8 Fonction d’inter- et d’autocorrélation

8.1 Fonction d’intercorrélation

[ee] [ee]

rey(n) = 32 at(K)y(k+n)= > x*(k—n)y(k) =ry,(-n)

k=—o0 k=—o0

8.2 Fonction d’autocorrélation

o0

re(n) =re(n)= > a*(k)x(k+n)

k=—o00

On retrouve les propriétés obtenues avec les signaux continus

9 Spectre d’énergie

9.1 Spectre d’énergie d’un signal a temps discret x(k)

Co(f) = TF[rz(n)] = X*(HX(f) = |X(f)?

9.2 Remarque

On a done parallélement : 14(n) = TF~[4(f)] = 117, ®a(f)e>™ df

9.3 Energie d’un signal a temps discret

Eo= Y [e®)2= 3 o (ke(k) = r.(0) = maz,(r.(n) = [/, @, (f)df

k=—00 k=—c

10 Propriétés de la TF a temps discret

10.1 Translation
z(k)e?™ ok o X (f — fo)
2k — ko) > X(f)e=32%o
10.2 Convolution

o z(k)xy(k) < X(f).Y(f) (convolution discréte)
o x(k)yk) < X(f)«Y(f)= [, X(f)Y(f — f)df" = produit de convolution périodique

En effet, le produit de conv. de signaux périodiques (discrets ou continus) ne converge pas et doit étre
remplacé par un produit périodique, calculé sur une seule période (les signaux doivent donc avoir la méme
période)



10.3 Remarque

Dans les applications pratique numérique, cette TF n’est pas directement utilisable car :

e Elle nécessite une infinité de valeurs
e La variable f, continue, n’est pas compatibble avec la nature discrete des syst. numériques

= Version modifiée : La TF Discréte (TFD)

11 Transformée de Fourier Discréte (TFD)

11.1 Définitions

e Rappel des définitions de la TF a temps discret :

X(f) = ioj w(k)e 727 ot x(k) = [} X (f)er>™ df

k=—o0

o Oun suppose le signal x(k) de durée limitée et on discrétise la fréquence (échantillonage dans le domaine
fréq.). Si on considéne N points entre 0 et 1, on obtient alors un pas d’échantillonanage Af = 1/N et
ona :

f=xavecn=0,1,.,.N -1

e Les deux relations précédentes deviennent :

00 N-1
X(Z2=X(n)= Y a(k)e 2™ et #(z) = 4

k=—o00 n=0

=
hal
S
[§y)
<.
(]
3
B
2z

e Remarque : & est N-périodique

o On montre que &(k) = (k) sur une période si x(k) s’annule & partir de k=N
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